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Ve tetim ¢isle devatého rocniku Skolské fyziky uvadim v clanku ZaleZi na tom, jak se do toho tfiskne fyzikalni piiklad motivovany filmovou
pohédkou. Je po Vanocich a bylo by Skoda nevytéZit dalsi fyzikalni Glohu z nejzndméjsi filmové vanocni pohadky — Mrazik. | kdyz se to nor-
malnimu ¢lovéku nezda, v této pohadce je nastinéno hned nékolik fyzikalnich problémd. V ¢lanku se vénuiji problému klackd, které vanek
vyhodil tak, aby v zimé spadly. Zarover je to ukazka moznosti feseni pomérné slozité diferencialni rovnice na drovni strednf skoly.

,, Ten chlap musi mit ukrutnou silu. “ Jiz vice nez tfem
generacim jsou znamy citaty z ruské pohadky Mrazik.
Jisté na toto téma vzniklo mnoho védeckych praci z ob-
lasti psychologie postav i divakll vSeho véku, neméné
obsahly bude i pocet kulturnich kritikt, ktefi se fenomé-
nem ,,Mrazik* zabyvali. Zanedbava se vSak fyzikalni
rozbor nékterych situaci. Tento ¢lanek si klade za cil
napravit alespon ¢astecné toto opomenuti. Krome toho
rehabilitujeme Ivanka a ukdzeme, Ze to zdaleka neni
takovy omezenec, jak by se nékterym divakiim mohlo
zdat. Ivanek nemél jen ,,ukrutnou silu“, byl to matema-
ticko-fyzikalni génius. Vyhodit totiz ,.klacky* tak, aby
spadly v ur¢enou dobu, neni tpln¢ jednoduché.

Z nékterych naznakd Ize usoudit, Ze se scéna s vyhozenim klackti odehrava nékdy v pozdnim jate. Klacky maji
spadnout v zim¢, budeme proto predpokladat, ze maji spadnout presné€ za 200 dnti. Pro naSe vypocty je vhodné
prevést tento tidaj na sekundy: 17280000 sekund.

Kdyby byl Ivanek primérnym absolventem stiedni $koly, mohl by postupovat takto: Klacky je tieba vrhnout
svisle vzhiiru. Pro rychlost v takového pohybu plati

v=v-gt, (1)
kde v, je pocatecni rychlost, s jakou je téleso vrzeno svisle vzhiiru, g je tthové zrychleni a ¢ je ¢as od poc¢atku vrhu.
Téleso dosahne nejvétsi vysky v case T, pro ktery plati

=20 (2)
g
Protoze doba padu je také 7, plati pro potiebnou pocatecni rychlost
T
Vo=—-& . 3
0558 3)

V tomto vztahu je 7= 2-T pozadovana doba celého vrhu. Po do-
sazeni 7=17280000 s, g=10 % vyjde vy =86 400 000 . Pri-
mémy absolvent stiedni Skoly vSak vi, Ze vypocitana rychlost vice
nez tisickrat prekonava tieti kosmickou rychlost a Ze klacky vr-
zené touto rychlosti by byly jen dal$imi vyslanci lidské civilizace
k okolnim hvézdnym soustavam. Bohuzel by klacky pomérn¢
brzy piedstihly kosmické sondy s mirovym poselstvim a mimo-
zemska civilizace by musela byt padla na hlavu (nebo na to, v cem
maji uloZeny organ myslenti), aby si toto poselstvi nevylozila jako
hrozbu. Ivanek by tak mohl byt pfi¢inou mezihvézdné valky.
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Ivanek mél tedy vysokoskolské vzdélani, protoze klacky spadly, a to dokonce ve spravnou dobu a na spravna
mista. Byl si jisté védom chyby v pfedchozim vypoctu. Predpokladame tam totiz homogenni tihové pole. Ve
skutecnosti tihové zrychleni klesa se vzdalenosti od Zemé. K piesnéjSimu vypoctu proto potiebujeme gravitacni
zakon, podle kterého je sila F piisobici na té€leso hmotnosti m ve vzdalenosti 7 od stiedu Zemé

m-M

F=x , 4
e 4

kde x je gravitacni konstanta a M hmotnost Zemé. Abychom se zbavili extrémné velkych ¢i malych ¢isel, zjed-
nodusime vztah pomoci g, — tthového zrychleni na povrchu Zemé:

m-M
megg = (5)
R je vzdalenost povrchu od stiedu Zemé. Pomoci (5) 1ze vzorec (4) zjednodusit:
m-R*
F = gRr- ,,-2 . (6)
Vztah (6) mizeme prepsat na pohybovou rovniczzi pro zéwisloszt vzdalenosti x od zemského povrchu na case:
dox R
28R T 7. 7
d Z2 ( R+ x)2 ( )

Tato jednoducha diferencialni rovnice — jak je tomu ve fyzice ¢asto — neni analyticky fesitelna v tom smyslu,
Ze nelze vyjadrit funkci x(t). Pro numerické feseni je vhodnéjsi prepsat ji na integralné diferencialni rovnici pro
rychlost v: dv R?

—_— gR . —2

@ (e foeal ®
s pocatecni podminkou v(O) =v,. Numerické feSeni naSeho problému bude pomérné zdlouhavé: budeme fesit
rovnici (8) pro vlozenou pocate¢ni rychlost tak dlouho, az se znaménko v zméni z kladného na zaporné. Ziskany
¢as je dobou letu vzhiiru a musi byt polovinou zvoleného ¢asu 7. Hledanou rychlost v, nalezneme opakovanou
iteraci.

Pro vétsi rychlost vypoétu zvolime Eulerovu jednokrokovou metodu a rovnici (8) prepiseme do dvou rekurent-
nich vztaht: 5
Visl ~Vi =gp- R ,
At (R +X; )2
proi=0,1,2, ... Je ztejmé, Ze At je zvoleny integracni krok, x, = 0 m.”

P1i feSeni muzeme ocekavat znacny problém s volbou integracniho kroku. Protoze hledany cas musi byt
8640000 s, znamena to pti volbé integracniho kroku Az = 0,01 s téméf miliardu kroki. To by spolu s itera¢nim
postupem hledani v, predstavovalo velkou ¢asovou zatéz. Zvysenim integraéniho kroku se snizi presnost. Reseni
pomoci Excelu proto hned zavrhneme. Vhodné&jsim se ukazal byt program, ktery zohlediuje tu skutecnost, Ze
tihové zrychleni se v blizkosti Zemé vlivem velké rychlosti klackli méni pomémeé rychle, ve velké vzdalenosti se
klacky pohybuji tak pomalu, Ze se tithové zrychleni méni nepatrné. Program proto ve dvou cyklech zvétSuje inte-
gracni krok vzdy po 50000 vypoctech dvakrat. Prvnich 10 sekund pohybu klackd se fesi s krokem Az =0,0002 s,
dalsich 20 sekund krokem Az = 0,0004 s, vypocet konci krokem Az = 105 s. I na pomalej$im pocitaci pak vypocet
trva nejvyse nékolik desitek sekund.

Pred vypoctem je tieba nalézt vstupni hodnoty. Predpokladame, Ze dé€j filmu Mrazik se odehrava pobliz Moskvy,
volime proto zemépisnou Sitku 56 stupiili severni §itky a 200 m nadmoi'ské vysky. Pro tyto hodnoty 1ze podle [1]
vypocitat gp =9,815 83 % a R=6375000 m. Hodnota R respektuje zploSténi Zemée i nadmoiskou vysku.

Xip] = X; + Vi At )

2 Pro feseni na stfednich skoléch je moZné se vyhnout pojmu diferenciaini rovnice. Staci nahradit ve vztahu (6) silu z Newtonova zakona soucinem
hmotnosti a zrychleni: m-a . Pak jiZ jen vyuZijeme definice zrychleni a= — a prejdeme k vztahu (9). Nerovnomérny pohyb se pocitd jako velky pocet
navazujicich rovnomérnych pohybd, v kazdém z dalsich Usekd se rychlost podle vztahu (9) zmensuje.
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Iterace je pomérné rychla, kdyz si uvédomime, Ze poc¢atecni rychlost musi byt velmi blizka druhé kosmické rych-

losti. Konkrétni hodnotu druhé kosmické rychlosti miizeme vypocitat z rovnosti kinetické a potencialni energie:
vy =+2-gg-R=11187,13 % (10)

Pii vlozeni vy =11 100 % vSak vyjde doba pohybu vzhiru jen 455000 s. Zpfesnéni ale pokraduje po-
mémé rychle a potfebné hodnoty 8640000 s dosahneme pii v, = 11 174,823 8 <. Jen na ukézku citlivosti: pii
vo =11174,823 7 3, tedy pfi rychlosti o 0,1 = (miliontina procenta) mensi nez potfebné, dopadnou klacky
0 4 minuty diive. To by mohlo mit na dalsi osud Ivanka a Nasténky vyrazny vliv. Kontrolou piesnosti mize byt
numericky nalezena 2. kosmicka rychlost. Pfi rychlosti v, =11 187,1 3 klacky spadnou asi za 40 miliard sekund
(vice nez 1 000 let). Pfi rychlosti vy =11 187,2 % klacky nedopadnou ani za 10" sekund (vice nez 10! let).
Shoda s hodnotou (10) je az neuvétitelna. Piesto neni nalezena rychlost Gpln€ presna: vzhledem ke konec¢né hod-
noté integra¢niho kroku je doba letu zatizena chybou 100 sekund.

Ivanovy intelektualni, psychomotorické a fyzické schopnosti jsou neuvéfitelné. Bleskové spocital potfebnou
hodnotu v, =11 174,823 8 =, dokazal s tak obrovskou pfesnosti klacky vyhodit a prokazal tak i opravdu ,,ukrut-
nou silu“. Zkusme si ji také vypocitat. Pfedpokladame rovnomérné zrychleny pohyb klackl na draze s=1 m.
Kombinaci zndmych vztahli pro rovnomérné zrychleny pohyb dostaneme pro hledané zrychleni

_%

a= o (11)
to je pfiblizné 6,2-10’ S% Pokud ma jeden klacek hmotnost 5kg a Ivan
vyhazuje najednou az 4 klacky, ma potiebna sila F' = m-a skutecné ukrut-
nou hodnotu 1,2 GN. Pro srovnani: nejmohutnéjsi raketa Saturn V, ktera
vynesla lidi na Mésic, méla po€atecni tah 33,4 MN. Jest¢ neuvétitelné;si
hodnotu ziskame pii vypoctu vykonu: 710 W. To je vykon odpovidajici
vice nez tfem tisicim elektraren v Temeling.

Samoziejmé, Ze ¢lanek je pouhou fyzikalné-matematickou rozevickou, si-
tuace, kterou jsme fesili, zdaleka neodpovida skutecnosti. Uz jenom to, ze
klacky by dopadaly rychlosti ¢iseln¢ rovnou v, by znamenalo, Ze loupeznici
nebudou koulet o¢ima, ale bleskove se vypafi na dn€ nékolikametrového kra-
teru. Uved’'me si nejdiive hlavni pficiny toho, pro¢ jsou vysledky nerealné:

e Zem¢ rotuje,

e Zem¢€ neni ve vesmiru sama,

e Zemé ma atmosféru.

Rotace Zem¢ znamena vyznamnou komplikaci ve vypoctech. Pti nezahrnuti
téchto faktort by totiz klacky mohly zcela minout Zemi. Do feSeni je nutné za-
pocitat ob¢ setrvacné sily: odstfedivou i Coriolisovu. Kromé ptesné pocatecni
rychlosti je take tfeba vypocitat uhel, pod kterym musi klacky vyhodit (jiz by
to nebylo kolmo vzhiiru) a smér hodu (odchylka roviny, ve které jsou klacky ;
urychlovany, s polednikovou rovinou). Vlivem pohybu Zem¢ kolem Slunce by
skute¢na trajektorie klackl byla kiivkou podobnou kiivce na vedlej$im obrazku
(vzdalenost trajektorie klacki od trajektorie Zemeé je tmysln¢ prehnéana). :

Pti vypoctech jsme neuvazovali ptitomnost dalsich t¢les ve slunecni sou-
stavé. ProtoZe se pti ispésném hodu dostanou klacky do vzdalenosti 2,88 mi-
lionu km od Zem¢, rozhodné nelze zanedbat vliv Mésice, Slunce i ostatnich
planet. Ivan by musel proto znat postaveni téchto téles v okamziku hodu.

vvvvvvvv

pohybem z4sadn€ ovlivnila trajektorii klackd, ale klacky by kvili tfeni ve vzduchu kratce po odhodu shotely. Ona
druha kosmicka rychlost je druha kosmicka rychlost.
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Co tedy dal? Nic. Mrazik je pohadka a pohadkou zlistava i popsana epizoda z fyzikalniho hlediska. Ostatné
takovych scén je tam vice. Zkuste si tfeba vypocitat energii, ktera by byla zapotiebi ke zméné smyslu rotace Zemé.
Tak se totiz da vysvétlit to, ze slunce kratce po vychodu opét zajde, aby mohla Nasténka doplést puncochu. Navic
by to znamenalo asi konec lidstva, protoze povrch Zemé by najednou pod nami uhanél rychlosti nékolika set metrti
za sekundu (vzajemny pohyb kiry a zemského jadra by pak zifejmé znamenal navrat Zemé do pocatecnich stadii
s polotekutym povrchem).

Pro znazornéni rozdilu feSeni v homogennim poli a pro proménné tihové zrychleni jsou pfipojeny grafy. Na
levém obrazku je zavislost ¢asu letu vzhiiru 7'na pocatecni rychlosti v, na pravém obrazku je zavislost vysky vrhu
S. Cervenou &arou je feSeni v proménném tihovém poli, zelena piimka je feSenim pro homogenni tihové pole.
Z pribéhu grafil je vidét, ze se v naSem piipadé — v, = 11 174,823 8 = — pohybujeme v okoli asymptotického
prubéhu ¢ervenych kiivek. Vysledky jsou proto vyrazné zavislé i na malé zmén¢ pocate¢ni rychlosti.
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Poznamka: Kazda numericka integrace se vyznacuje uréitou chybou. Chybu ve vysledku mizeme o¢ekavat
1 u pouzité velmi jednoduché Eulerovy metody, zvIasté s proménnym krokem integrace. Kontrolou druhé kos-
mické rychlosti jsme zatim dokézali, Ze u vypogitané rychlosti vy =11 174,823 8 <+ je chyba mensi nez 0,1 %
Piesngji miizeme chybu zjistit i pomoci znamych analytickych vztahd. Reseni diferencialni rovnice (7) analytic-
kymi metodami vede k vzorcim pro dobu letu vzhiiru a pocate¢ni rychlost:

JR-(S,—R) S —R
~—— " tarctg, [+—
S, R

1 1
= . w=R 2ge|———] . 12
a R_\/2gR 0 8R (R Sa] ( )

Sa
Z druhého vzorce Ize provy = 11 174,823 8 <, R=6 375000 ma g, =9,81583 %Vypoéitat S,=2890 110469 m.
Z prvniho vztahu pak 7,=8 683 095 s. Indexy a znali analyticky nalezené veli¢iny. K poZadované dob¢ letu
T=8640000 s pak Ize naptiklad v Excelu vypogitat piesnou potfebnou rychlost: v, = 11 174,782 9 <. Rozdil mezi
numericky nalezenou a analyticky vypogitanou rychlosti je v, — vy, =0,040 9 5. Samoziejmé, Ze i vipocet v Excelu
je zatizen urcitou chybou, ta je ale zcela jist¢ mensi nez u numerického feseni. Pro zajimavost, druha kosmicka rych-
lost z uvedenych analytickych vztaht je vy, =11 187,127 98 =, tutéz hodnotu dava piesny vypocet podle (10).
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