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Jak se piili strom
Karel Rauner’, Fakulta pedagogicka Zépadoceské univerzity v Plzni

V Ulohach fyzikaIni olympiady se casto fesi priklady na umisténi tézisté, pripadné na urceni hmotnosti ¢ hustoty téles, kterd nemaji nej-
jednodussi tvary. Nésledujici tloha s pfibéhem jako motivaci fesi problém rozdéleni komolého kuZele na dvé &asti stejné hmotnosti. Je
predloZeno fedeni pocetni a feseni odhadem.

Po jednom z orkanti se majitel lesa rozhodl, Ze proda
padlé stromy mistnim zajemctim. Jeden velky kmen si
koupili dva sousedé: Vykuk a Nepocta. Kmen byl sku-
te¢né velky: dolni primér mél 60 centimetrd, v miste,
kde byla ufiznuta ulomena koruna, byl jeho pramér
20 centimetri. Dlouhy byl 20 metrt.

Sousedé kmen v lese odvétvili a doslo na déleni.
,Ja si z toho chci udélat tramy, potiebuji tu dolni Cast
stromu.“ prohlasil Vykuk, ,,proto ho rozfizneme v polo-
ving a ja si vezmu tu dolni ptlku.* ,,Jakou dolni ptilku?

Mival jsem sice z matematiky ctytku, ale tolik vim, ze
v té silngj$i ¢asti ziskas vic dieva nez ja.* protestoval
Nepocta, ,,ja chei mit stejné dieva jako ty. Chei to délit spravedlivé. Co kdybychom ten kmen roziizli podéIné?*
,»Lady v lese to budeme fezat motorovou pilou podéIné¢?* prohlasil Vykuk a t'ukal si prstem na ¢elo. ,,To by jednak
trvalo strasné dlouho, navic bychom toho nepfili§
rovnym fezem hodn¢ profezali. UZ jsem ti fikal,
ze chcei z toho tramy. Udélame to takhle. Vez-
meme tamhleten $palek a budeme ho podkladat
pod nas kmen, az najdeme rovnovaznou polohu.
Vzniknou tak vlastn€ takové vahy, které rozdéli
kmen na levou a pravou ¢ast se stejnymi hmotnostmi. Pak ten kmen ptefizneme v misté podlozeni.* Nepoéta byl
tentokrat spokojen: ,,Souhlasim, to se mi zda spravedlivé. Po této dohodé€ kmen pfefizli v misté podlozeni, kmeny
si nalozili a odvezli. Oba byli spokojeni.

Bylo vsak ,,bratrské* déleni opravdu spravedlivé?
Neziskal jeden ze sousedl vice dfeva? Jsou dvé moz-
nosti feSeni. Jedna, exaktni, se opira o matematicky
vypocet, druha, rychlejsi, pouzije kvalifikovany odhad.
Zkusime to nejdiive vypocitat.

Pokladame celkem opravnéné kmen za komoly kuZzel se stejnou hustotou dieva v celé délce. Podminkou pro rov-
novahu je rovnost momentti sil m; - g -5, = m, - g - 15, kde g je tthové zrychleni, m, je hmotnost levé ¢asti, m, hmotnost
pravé Casti a ry, r, jsou vzdalenosti tézist obou ¢asti od mista podlozeni. Po zkraceni konstanty dostaneme jako pod-
minku rovnovéhy my -5 = m, - ;. Sou€inu hmotnosti a ramene sily se fika staticky moment. Oznacime-li prislusné
objemy V', V, a hustotu dieva p, plati m; = p-V;, m, = p-V, a miZzeme podminku rovnovahy ptepsat do tvaru

Vi =Vyn. (D
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Wow ot

komolého kuzele. Piislusny vzorecek si miizeme najit
vtabulkach ¢inainternetu, nebo ho miizeme odvodit. Od-

Vv

vozeni miizeme provést z definice polohy t&ziste télesa

vypoctem integralu I r-dm, ve kterém r je vzdalenost

r k 7y

od n¢jakého poéétkulzten bychom patrné volili ve stfedu
dolni podstavy), dm je element hmotnosti a integrujeme pfes cely objem kmene. Mizeme také vypocet zjedno-
dusit, zname-li vzorecek pro polohu t€zisté kuzele. ProtoZe odvozeni ze znalosti t€zisté kuzele neni bez pivabu
a podobny postup je Casto nutny pii urcovani téles se vselijakymi otvory, ptijdeme touto stiedni cestou.

158 komolého kusele Komoly kuzel doplnime na uplny kuzel ptidanim
mensiho kuzele (na obrazku modte). Komoly kuzel
si pak mohu ptedstavit jako cely kuzel s hmotnosti

my, a kuzel doplitujici se zdpornou hmotnosti —m

N 2

teZisté celého kuzele

n

! Vn lenost téziste¢ komolého kuzele od stfedu dolni pod-
stavy pak proto plati:
v %
my —+|—m, | [+2||=m-x. 2
i [ ' ( 4 H ®

Plati m;, =§n-v-R§~p, m, =%7r-vn -R,f~p, m=%7r-l-(R§+Rh ‘R, +R,%)-p, kde R, R), jsou poloméry dolni

a horni podstavy komolého kuZele a p je hustota. Vyjadiime v a v,, z podobnosti trojithelnik:
Ry=Ry Ry v = R, 1, Ry _Ry=Ry _ __Ra
4 p3
o HRR ) o
4-(Rj+ Ry Ry + Ry )-(Ry —Ry)’
Pro nas strom miizeme dosadit R;= 0,3 m, R;, = 0,1 m, /=20 m a vypocitat x = 6,9 m.
Objemy obou ¢asti stromu jsou

" :%ﬂ-x-(RjJer -R,+Rr2), v, :%ﬂ-(l—x)-(Rr2+Rr-Rh+R,f), (4)

kde R, je polomér kmenu v misté fezu, ktery miizeme opét urcit z podobnosti trojihelniki:
R,—R. R,-R, R _Ry-(I-x)+R,-x
x " I '
Dosazenim ziskdme: R, = 0,23 m, V; = 1,54 m’, ¥, =1,18 m’.
Vykuk tedy nenosil své jméno nadarmo. Podvedl svého souseda a ziskal o 0,36 m’ dfeva vice nez daverivy
Nepocta, ktery se dal zmast argumentem o rovnovaze.

)

Pro grafické znazoméni pribéht statickych momentt a dil¢ich objemt vypocitame nejdiive statické momenty
ve vzdalenosti y od dolni podstavy. Pro ramena plati:

R} —R;-(4R;-3R,)

rl:y_xl:y_4.(R§+Rd.Ry+R§)'(Rd—Ry)2'y’ ©
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R*-R?-(4R,-3R
=X = > r ! ( y2 h) s (l-»), (7
4.(Ry+Ry~Rh+Rh)-(Ry—Rh)

Vvt

kde x;, x, jsou vzdalenosti t¢zist’ od dolni podstavy. Spolu s vyjadienim R, = Rq- (l —Y ) TRy , které je obdobné (5),

mizeme dosadit do obou statickych momentti. Misto spravedlivého fezu budeme hledat tak, aby oba objemy
1 2 2 1 2 2
4 =§7r-y-(Rd +R, R, +Ry) . 7, =§7r-(l—y)-(Ry +R, R, +Rh) (8)

byly stejné. Algebraicky vypocet vede ke slozitym vzorctim, proto pouzijeme EXCEL. Vytvofime ptisluSnou
tabulku a grafy. Pocitame s hustotou dieva p =1000 kg - m™>. Ziskame nasledujici graf a vysledek (M je staticky
moment):

0,001-M
kg-m

V
spravedlivy fez 5,9 m T —=
_misto fezu 6,9 m m

objem vpravo
objem vlevo

moment vpravo
moment vlevo

0 2 4 6 8 10 12

3 [<

Spravedlivy fez je ve vzdalenosti 5,9 metru od dolni podstavy, objemy dieva jsou totozné: 1,36 m’.

Od souseda Nepocty nemizeme ocekavat, ze si do lesa vezme notebook a bude tam vkladat vzorce. Existuje
vSak moznost, jak rychle odhalit zaméry Vykuka? Ke kvalifikovanému odhadu se nékdy mizeme dostat pie-
vedenim situace do extrémt. Nahradime-li strom s nerovnomérnym rozdélenim hmotnosti Gtvarem s extrémné
nerovnomérné rozdélenou hmotnosti, ptfijdeme na podvodny zamér Vykuka hned. Takovym ,,extrémnim‘ stro-
mem muze byt napiiklad utvar
slozeny ze dvou valca spojenych
nehmotnou ty¢i. Uvédomime-li
si, kdy je takovy utvar v rovno-
vaze (obrazek), pfijdeme snadno
na to, Zze mnohem vét$i hmotnost
je nalevo od mista podloZeni. Pii
sledovani obrazku se nam také
muze vybavit pfezmen a jiné ne-
rovnoramenné vahy.
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Poznamka (pfipojend na podnét recenzenta): Kdyz uz jsme na numerické feseni pouzili EXCEL, mohli jsme
jej vyuzit i pro numerické feSeni. Prvni moznosti je numericky vypocet integralu pro objem levé ¢asti kmene
ve vzdalenosti z od levé podstavy. Polomér kmene v této vzdalenosti je

R, —R
r(z)=R, - dz h.g, ©)

objem levé Casti

2
F R,—R R,—R R,—R Y Z2°
V(z):n-J-(Rd—H-x) dx=7-|R3-z—R,- dz h 22+( dl hj S a0
0

Vlozime-li tento vzorec do EXCELu a po¢itame s krokem 0,01 m, vyjde V' (20) =2,72 m®. Polovinu tohoto
objemu najdeme v tabulce u vzdalenosti z; 5 = 5,90 m, coz odpovida predchozimu vypoctu.

Dalsi moznosti je numericka integrace: s¢itime objemy tenkych platki, naptiklad s tloustkou 1 cm od levého
konce. Objem n-tého platku je

2
Vnzﬂ-(Rd Rleh -0,01- n] -0,01.

Zobrazime-li ve sloupci EXCELu soucet vSech pfedchozich V,, dostaneme na fadce 2000 celkovy objem
2,724 m’ a polovinu této hodnoty nalezneme v fadce odpovidajici vzdalenosti 5,90 m.
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