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Treti Kepleraiv zakon

Ota Kéhar', Hvézddrna v Rokycanech

Za zakladni fyzikalni parametr nejrozsitenéjSich objektd ve vesmiru — hvézd — povazujeme jejich hmotnost. Treti Kepler(iv zakon je jedinou
klasickou pfimou metodou pro urceni hmotnosti kosmickych téles. Urceni relativni hmotnosti Jupiteru vzhledem ke Slunci na zakladé udajd
0 obéhu mésice Callisto provedl jiz Newton v Principiich. Téma tfetiho Keplerova zakona je zafazovano do tematického celku Gravitacni
pole. Pro uréeni hmotnosti je nutné se zaméfit na pfesny tvar tfetiho Keplerova zakona, jehoz zafazeni (pfipadné odvozeni z gravitacniho
zakona) by prispélo k prohloubeni a upfesnéni znalosti zakl o fyzikalni podstaté pohybd v kosmickém prostoru.

Treti Keplertiv zakon ve skole

Zaci se mohou se tretim Keplerovym zikonem poprvé seznamit na druhém stupni zakladni $koly, mnohem vice
prostoru mu je vénovano az na sttedni skole. Na zakladé¢ vysledkt dotaznikového Setfeni uskute¢néného mnou
v roce 2012 mezi studenty univerzity riznych rocnikli a zaméfeni, zaky viceletého gymnazia a ucastniky fyzikal-
niho kempu vyslo najevo, Ze si zaci odnaseji zakon ve formé vzorecku
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Nebudu spekulovat, zda z4ci ¢i studenti spravné chapou vyznam tohoto zékona: ,,Pomér druhych mocnin
obéznych dob dvou planet se rovnd poméru tietich mocnin hlavnich poloos jejich trajektorii.* (Bednaiik, Siroka.
podminek, za kterych l1ze vztah (1) pouzit a v jakych jednotkach do né€j dosazujeme. Hmotnosti planet musi byt
zanedbatelné oproti hmotnosti centralniho télesa, vztah (1) plati pouze pro objekty obihajici okolo stejného télesa
a obvykle do ného dosazujeme Cas v rocich a velkou poloosu v astronomickych jednotkéch3 , ob¢ strany jsou
bezrozmérné, staci obecné dosazovat Casy a délky ve stejnych jednotkach. Keplerovy zakony ovSem plati nejen
pro pohyby planet okolo Slunce, ale obecné pro kazdou gravitacné vazanou soustavu téles.

Treti Keplertiv zakon byl objeven v kvétnu 1618 a o rok pozdgji publikovan v dile Harmonie svéta (Harmonices
Mundi). Kepler odvodil své zakony ze systematickych a ve své dobé nejptesnéjSich méfeni Tychona Brahe. Jednalo se
ptivodné o empirické vztahy. AZ Newton v listopadu 1684 prezentoval souvislost gravitacniho zakonu s Keplerovymi
zakony. V Cervenci 1687 pak dokazal, ze Keplerovy zakony jsou disledkem jeho obecnéjsi teorie mechaniky a gravitace.

Ve svych hodinach pouzivam jiny tvar tietiho Keplerova zakona (odvozeny z Newtonovych zakontl), ktery fesi
vyse uvedené nevyhody.

Odvozeni tretiho Keplerova zakona
Vyjdeme z predpokladu rovnosti velikosti setrvatne odstredivé sily £, a gravitacni sily 7, kterou piisobi centralni
téleso 0 hmotnosti M na téleso o hmotnosti m obihajici po kruznici ve vzdalenosti at

1 kehar@kmt.zcu.cz

2 Koncem fijna 2012 doslo k dotaznikovému Setfeni mezi studenty Zapadoleské univerzity v Plzni se zdjmem o astronomii. Nejcastéji to byli studenti
2. aZ 4. rocniku (celkem 85 %, kaZdy rocnik zhruba po 28 %). Nejvétsi zastoupeni méla Fakulta pedagogicka (28 %), nasledovana Fakultou apliko-
vanych véd (20 %), Fakultou elektrotechnickou (17 %) a Fakultou ekonomickou (17 %). Ostatni fakulty mély méné neZ 9 %. Uvedu vysledky pouze
jedné otdzky, ktera souvisi s tématem tohoto clanku a kterd znéla: , Uvedte vztah, ktery vyplyva z tietiho Keplerova zdkona. " Spravné odpovédélo
pouze 16 % studentd: jedna odpovéd byla slovni, zbyvajici byly vztahem T, Y T22= a13/ a 23. U 84 % 3patnych odpovédi nebylo vétsinou uvedeno nic,
2 studenti uvedli slovni odpovéd, 3krat nevim, jedenkrat se objevily Spatné mocniny ve vzorci a jednou ¢ = 300 000 km/s. Na pfelomu Fijna a listo-
padu 2012 byli testovani Zaci Gymndzia Plzeri na Mikulasském namésti. Testovani se ucastnilo 50 Zakd viceletého gymnazia rocniki odpovidajicich
1. a 2. rocniku stredni koly. Spravné odpovédélo 6 % studentsi (vétsinou uvedli vztah a>/T* = konst,, v jednom pripadé slovni vyjadreni). Pro 94 %
studentt byla odpovéd'Spatna: 4krat pomér a/T, 3krat pomér T,/T,, 1krdt slovni odpovéd; vétsinou byly v uvedeném vztahu $patné exponenty).

3 XXVIIl. valné shromézdéni Mezinarodni astronomické unie konané v roce 2012 v Pekingu prijalo rezoluci B2 (predefinovéni délky astronomické jed-
notky), kde se v bodé 5 pise: unikdtnim symbolem pro astronomickou jednotku je ,au”.

4 Na tomto misté bychom méli Zaky a studenty upozornit na skutecnost, Ze pouzivame proménnou a pro vzdalenost (nejdfive polomér kruZnice, pozdéji
velkd poloosa), nikoli pro zrychlent.
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Za rychlost v mtizeme dosadit do (2) ze znamého vztahu (3) pro primérnou rychlost, kde draha s bude délka
kruznice o poloméru a a za ¢as doplnime obéznou dobu 7.
Po dosazeni, zkraceni a snadné tpraveé dostaneme
ﬁ _x-M
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Pokud neni mozné zanedbat hmot-
nost obihajiciho télesa m (napf. pro Iy I
dvojhvézdy), musime pouzit nasle-
dujici uvahu pti odvozeni tfetiho
Keplerova zakona. Mame dvé télesa
o hmotnostech M a m, které obihaji
okolo hmotného stfedu soustavy
po kruznicich ve vzdalenostech 7,
ar,, (viz obr. 1). ProtoZe gravita¢ni
sila ptisobi pouze na tisecce spojujici
sttedy obou téles, musi obé télesa
dokoncit jeden obéh za stejnou dobu
T (i kdyZ se pohybuji riznymi rych- Obr. 1—dvé télesa obihajici okolo hmotného stredu
lostmi vy,av,,).

Na kazdé téleso piisobi setrvacna odstediva sila o velikosti
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Tteti Newtonilv pohybovy zakon (zdkon akce a reakce) fika, ze I, = F,,, z Cehoz plyne

M -ry,=m-r,. (6)
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vzdalenost obou téles 1ze napsat jako soucet dil¢ich vzdalenosti

a=nry+r, (7
a po upraveé dostaneme
M-a
r, = . 8
" M+m ®

Pokud vztah (8) dosadime do (5b) a doplnime o gravitaéni zakon (2), kdy plati F,, = F,

m?>
dostaneme treti Keplertiv zakon v Newtonoveé forme

613 x

FZF(M“")- 9)

po jednoduché tprave
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Praktické ulohy na treti Kepler(iv zakon

I. uloha: Hmotnost Slunce vypocitame z tretiho Keplerova zékona pti znalosti stiedni vzdalenosti Zemé — Slunce

(ptiblizn€ rovna astronomickeé jednotce) a dobé€ obéhu Zemée okolo Slunce (sidericky nebo téz hvézdny rok).
T7eme = 1 ok =365,256363 dne = 31556925 s, aye,: =1 au= 149597870700 m

Po dosazeni do vzorce (4) nam pii predpokladu zanedbatelné hmotnosti Zemé vyjde hmotnost Slunce

Mgjunee = 1,989 10* kg, coz odpovida tabulkové hodnotg.

Pokud do vzorce (4) dosadime za a = 149 597 870 700 m (jedna astronomicka jednotka, zhruba odpovida stiedni
vzdalenosti Zemé—Slunce), 7=365,256363 - 24 - 60 - 60 s (pocet sekund v siderickém roce) a za M= 1,989 - 10% kg
(hmotnost Slunce), po zkraceni ziskdme® 3

a;;u = MSlunci > (10)
Trok
kde vzdalenost a dosazujeme v astronomickych jednotkach, 7' v rocich a hmotnost M centralniho télesa v nasob-

cich hmotnosti Slunce.

II. dloha: Urcete hmotnost planety Jupiter.
Jiz v roce 1610 pozoroval Galileo Galilei
Ctyfi nejjasnéj$i mesice planety Jupiter — lo,
Europu, Ganymed a Callisto, viz obr. 2. Po-
zomym sledovanim téchto mésicti miizeme
urcit jejich vzdalenost od Jupitera a zméfit
jejich ob&znou dobu. Uloha na prvni pohled
snadna, ale jeji prakticka realizace by nam _ Obr. 2 - p/anetq Jupiter a jeho c“ty(”/ nejvétsi més/ce,' _
piinesla nemalo komplikaci. PouZijeme zdroj: http.//kepler.nasa.gov/images/SystemJupiterComparisonKOI96 1-glry.jpg

tedy pro zjednoduseni tabulkovych hodnot’: velka poloosa a mesice Ganymed je 1,07 - 10°m=7,2-10" au. Ob&zna
doba Tje 7,2 dne = 0,020 roku. Po dosazeni do vzorce (10) vyjde hmotnost 9,5- 10~ Mg =1.9- 10> kg. Hmotnost
planety Jupiter7 predstavuje necelé jedno promile hmotnosti Slunce. I z toho diivodu mtizeme pouZzivat pro objekty
(planety, planetky, komety) obihajici okolo Slunce upraveného vztahu (10).

Jupiter and Its 4 Largest Moons

lo Europa Ganymede Callisto

I11. aloha: Uréete hmotnost planety Mars. Okolo pla-
nety Mars obiha maly mésic Phobos (obr. 3). Primérna
vzdalenost mésice od Marsu je 9380 km = 6,3 - 107 au
a ob&zna doba 7h 39 min=8,7- 10 roku. T v tomto
pfipad¢ Ize hmotnost mésice zanedbat, pouzijeme
vztah (10) a hmotnost Marsu nam po piepoctu na jed-
notky SI vyjde 6,4 - 10> kg.®

Takto mtizeme postupovat i pro planety Saturn, Uran
a Neptun, okolo kterych obiha dostatecné mnozstvi vét-
Sich ¢i mensich mésici. Ve vsech téchto ptipadech mi-
zeme jejich hmotnost vii¢i planet€ zanedbat. Jind situace je
Obr. 3 — planeta Mars a dva mésice Phobos (vlevo) a Deimos (vpravo).  w vnitinich planet Merkur a Venuse, které mésice nemaji.

Vzdélenosti jsou v méfitku. Obrazek je sloZen ze dvou snimka. < ,
2doj: http://www. astro.cz/apod/ap031024.himl U téchto planet nebyla hmotnost dlouho dobu znama s do-

5 Stejny tvar tretiho Keplerova zakona je uveden v ucebnici Fyzika 9 od Nakladatelstvi Fraus na strané 110.

6 Napf. na http://astronomia.zcu.cz/planety/jupiter/969-charakteristika-ganymedes. Velkou poloosu mésice miZeme na obloze méfit jako ndsobek
rovnikového poloméru planety (71492 km), pro Ganymed jea = 15 R,

7 Po Slunci druhy nejhmotnéjsi objekt ve slunecni soustavé. Dle tabulkovych hodnot je hmotnost Jupitera rovna 1,9- 107 kg.
8 Tabulkova hodnota hmotnosti Marsu je 6,4~ 107 kg.
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statecnou presnosti. Pfed vypusténim kosmickych sond byla jako jedind moznost méfit gravitacni u€inek na trajektorie
ostatnich planet. Ten ov§em klesa s druhou mocninou vzdalenosti, je proto maly a uréeni hmotnosti tedy nebylo snadné.

Gravitacni sila mezi vnitinimi planetami slunecni soustavy a ptipadnym mésicem je mensi ¢i fadove srovnatelna
nez ta od Slunce. To je i dtivod, pro¢ zejména Merkur, ale i VenuSe své mésice nemaji. Jejich draha by byla nesta-
bilni. Gravita¢ni sila mezi M¢ésicem a Sluncem (4,4 - 10%° N) je také vétsi nez mezi Mésicem a Zemi (2,0 10%° N).
Jak je tedy mozné, ze Zemée svlij mesic ma? Odpoveédi na otazku je rychlost Mésice. Kdyby se Mésic nepohyboval,
pritahlo by si jej Slunce. Ve skuteCnosti se vSak spolecné se Zemi pohybuje kolem Slunce. Ostatné i Zemé, kdyby

byla v jednom okamziku v klidu, by na Slunce spadla.

IV. dloha: Treti Keplertiv zakon pouzijeme pro odhad
vzdalenosti Mésice od Zemé. Vyjdeme z piedpo-
kladu, ze gravitacni zrychleni na zemském povrchu
g~10 m-s je zavislé na poloméru Zemé R vztahem’

)

Polomér Zemé R byl s dostatecnou piesnosti uréen
feckym geografem Eratostheném z Kyrény jiz v roce
250 pt. n. L.: R ~ 6400 km'’. Tim jsme schopni ze
vztahu (11) vypocitat velikost %M ~ 4 - 10" m?-s72.

Ze tretiho Keplerova zakona (4) uréime vzdalenost
a od Zemé k Mésici

3 X -M
Q= .

47
kde mame jako jedinou neznamou dobu obéhu 7. Pou-
zijeme jeden mésic ~ 30 dni, coz je 2,6 10° s. Po do-
sazeni do (12) nam vyjde a ~408 000 km. To je fadove

T’ (12)

2

prijatelna hodnota ve srovnani s velkou poloosou trajektorie Mésice
384 tisic km. Nutno podotknout, Ze staii Rekové sice méli viechny
potiebné hodnoty pro vypocet vzdalenosti Mé&sice, neznali ovSem

Keplerovy zakony.

V. iloha: Pro vypocet hmotnosti Zem¢ ze znalosti vzdalenosti M¢-
sice a jeho obézné doby jiz nemtizeme zanedbavat hmotnost M¢sice.
Vypocitame tedy soucet hmotnosti Mésice a Zeme. Velka poloosa
Me¢sice a je 384 tisic km, sidericka doba T je 27,322 dne. Ze vztahu
(9) ur¢ime M + m o velikosti 6,011 - 10% kg. Hmotnost Zem¢ je
5,972-10% kg, z toho plyne, ze hmotnost M¢sice je asi 4 - 1

coz predstavuje necelé 1 % hmotnosti Zems'!.

VL. 1uloha: Pexeso k 50. vyroc¢i Evropské jizni observatore (ESO)
dostupné na http://www.asu.cas.cz/pexeso obsahuje ilust-
racni obrazek binarni planetky (90) Antiope. Pozorovani dalekohle-

Obr. 4 —Zemé a Mésic. Vzdalenosti téles nejsou v méfitku, rozméry ano.
zdroj: http://www.kitguru.net/wp-content/uploads/2012/10/
Earth-and-Moon.jpg

022 k g

Obr. 5— binarni planetka (90) Antiope na snimku VLT;
zdroj: http:/fwww.imcce.fr/en/observateur/
campagnes_obs/antiope/index.php

dem VLT (obr. 5) nam umoznilo rozlisit ob¢ télesa a urcit jejich

9 Odvozenym z Newtonova gravitacniho a pohybového zakonu.

10 Stacilo stanoveny obvod Zemé kolem poledniku pfepocitany na jednotky SI o velikosti 40000 km vydélit 2

11 Skutecna hodnota je 7,3- 107 kg.
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parametry. Téméf stejné velka télesa od sebe déli 171 km a obeéhnou se jednou za 16,5 h. Z téchto hodnot vypoci-
tame ze vztahu (9) hmotnost této soustavy, vyjde nam 8,4 - 10" kg. Jedno téleso ma zhruba polovi¢ni hmotnost,
42-10" kg.

VILI. uloha: Platnost tretiho Keplerova zakona v upfesnéném tvaru (10) si vyzkousime i na objektu, ktery neni
ve slune¢ni soustave. Jde o hvézdu, ktera se nachazi v gravitacnim poli cerné diry o velké hmotnosti'? v centru
nasi Galaxie. Pro zjednoduseni zanedbame relativistické efekty (dilatace Casu ¢i staceni pericentra v silném gra-
vitaénim poli) a dale budeme uvazovat vhodny sklon skute¢né a pozorované trajektorie.
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Obr. 6 — pohyb hvézdy okolo cerné diry o velké hmotnosti v centru Galaxie (sklon Obr. 7 — Uplnd trajektorie hvézdy S2;
roviny obéhu hvézdy je —48°); zdroj: http://www.eso.org/public/images/eso0226¢/ zdroj: http://arxiv.org/pdf/0810.4674v 1.pdf

Astronomové od roku 1992 pozoruji v infracerveném a radiovém oboru hvézdu S2 obihajici okolo radiového
zdroje Sgr A" (obr. 6), ktery se nachazi v centru Galaxie. Zajimava zacala byt hvézda S2 pocatkem roku 2002,
v prvni tetin€ roku se hvézda S2 nachazela v pericentru13 a dosahovala rychlos‘[i14 okolo 7000 km's . Svij cely
ob¢h dokoncila hvézda S2 az v roce 2009 (obr. 7). Hmotnost centralniho télesa bylo ale mozné spocitat diky
Keplerovym zakontiim mnohem dfive. Tim muzeme stanovit charakter tohoto télesa. V roce 2018 prolétne hvézda
S2 opét pericentrem, to nam umozni dalsi zpiesnéni hmotnosti centralniho objektu. Kromé toho astronomové
bedlive sleduji blizsi hvézdu (ale 15krat slabsi) s ozna¢enim S102 (obr. 8 a 9), ktera ma obéznou dobu 11,5 let.
V dobe¢ psani ¢lanku se jedna o hvézdu s nejkratsi obéznou dobou obihajici okolo ¢erné diry o velké hmotnosti
v centru Galaxie.

Pro vypocet hmotnosti centralniho télesa potiebujeme znat hodnotu velké poloosy a a obézné doby 7. Z elip-
tické trajektorie hvézdy S2 lze urdit'”, ze a = 5,6 svételného dne (pfevedeme na astronomické jednotky, mizeme
zadat zakiim jako samostatnou Gilohu'®, tj. 970 au) a 7= 15,56 let.

12 B&Zné pouZivany pojem je supermasivni Cernd dira (z anglického Supermassive Black Hole), ktery obsahuje pojem masivni, coZ neni pouZivané a defi-
nované ve skolni fyzice. Dalsim oznacenim mdZe byt Cernd veledira, ktery nalezneme ve Zni objevi dr. Grygara. V tomto textu budeme pouZivat cernd
dira o velké hmotnosti.

13 Pericentrum je nejblizsi bod od hmotného stiedu soustavy dvou volné se pohybujicich téles, ktera na sebe pdsobi gravitacné.
14 Pro srovnani uvedme, Ze Zemé obihd okolo Slunce primérnou rychlosti 30 km-s~ ! obézng rychlost Slunce okolo stfedu Galaxie je 220 km-s~".

15 Urceni by bylo nad rémec tohoto ¢lanku, Ize najit v &ldnku ,, Jakou hmotnost mé cernd dira uprostred nasi Galaxie?” Mar. Kfizka, prof. Kiizka a Mgr. Ing. Solce
v Casopisu Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, rocnik 49 (2004), & 2, str. 104—113. Dostupné online na http://dml.cz/dmlcz/141218

16 Za jeden den urazi svétlo vzdalenost 300000000 m-s - 86400 s ~ 26- 107 m ~ 170 au.
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Orbits of 5S0-2 & S0-102
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Obr. 8 — trajektorie hvézdy S2 (Cerné) a S102 (Cervené);

zdroj: http://arxiv.org/pdf/1210.1294v1.pdf

Skolska fyzika 2013/4

Obr. 9 — infracerveny snimek hvézd S2 a S102;
zdroj: http://arxiv.org/pdf/1210.1294v 1. pdf

Po dosazeni do (10) nam vyjde, ze hmotnost objektu v centru nasi Galaxie je 3,8 - 10° Mg=175-" 10%6 kg.

Dovedeme si piedstavit, o jakou hmotnost se jedna?
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